Merkwurdige Punkte und Geraden am
Dreieck

Von Florian Modler

Juli 2006

z Y
Der Satz von Ceva Der Satz von Menelaus
C
my, Hy,
Sp
S,
|_AH,

——'B
mc HC

Merkwurdige Punkte und Linien im Dreieck



Punkte und Geraden am Dreieck — Thema | — Florian Modler -2 -

Inhaltsverzeichnis
[ 1= (0T o PSPPSRI 3
1 Satze von Ceva UNd MENEIAUS...........covuuiieiiiiiieet e e e ettt s e e e e e e e e e e e e e eeeeeeeesnnnnnnns 4
1.1 DI SAIZ VON CBVA ...ciiiiiiiie ettt ettt e et e e e e e ettt e e e e et e eat e e e e e e eata e e e e eeeennns 4
1.2 Die Umkehrung des Satzes VON CEeVA ........ccuuiiiiiiiiiiiic et 5
1.3 Aufgaben zum Satz von Ceva (Mit LOSUNGEN) ....iiiiiiiiiieieeeeiiiis e eeeeis e e et eeeaananns 6
1.4 Der SatZ VON MENEIAUS .......vvveiiieiiiiie e e e e e e e ee ettt s s e e e e e e e e e e e e e e e eeeaeesaannn e e e e e eeeaeeeaeeeeees 8
1.5 Die Umkehrung des Satzes vON MENEIAUS ..........cooovviiiiiiiiiiiiciie e 9
1.6 Aufgaben zum Satz von Menelaus (Mit LOSUNGEN) ......coovviiiiiiiiiiiiiii et 10
1.7 Zusammenhang zwischen dem Satz von Ceva und dem Satz von Menelaus ............... 10
2 Merkwiurdige Punkte und Linien im Drei€CK ... 12
2.1 Zentrisch hnliche Drei€CKe ... .o e 12
2.1.1 AhnlichKeit DEi DIEIECKEN ......c..cciiieeeieeeceeeee et 12
2.1.2 ANNICNKEILSSALZE ....c.veeeveieee ettt ettt et e ete e teeete e teeneesreeeaeens 13
2.2 Seitenhalbierende €iNES DIEIECKS ........ciiiiiiiiiiiieiiieeeiirr e 14
2.2.1 Schnitt von Seitenhalbierenden (Schwerpunkt) ..........cccoooeiiiiiiiiiiiiii e, 14
2.2.2 Eigenschaften von Seitenhalbierenden .............cooooiiiiiiiii 14
2.3 HONEN €INES DICIECKS ... .ottt e e e e e e e e e e e e e e e eneraenennnnns 16
2.4 Winkelhalbierenden €iNeS DIEIECKS ........coiiiiiiiiiiiiiieeeiiiieire e 16
2.4.1 Eigenschaften von Winkelhalbierenden ..............ccoooiiiiiiiiiiiiicceeee 17
2.4.2 Schnitt von Winkelhalbierenden (Inkreismittelpunkt) .........ccccccooviiiiiiiiiiiiinnnnn, 18
2.5 Schnitt von Mittelsenkrechten (Umkreismittelpunkt) ..........cccccvviiiiiiiiiin 19
2.6 Aufgaben zu ,Merkwirdige Punkte und Linien im Dreieck” (mit Lésungen) ............ 20
S ADSCRIUSS ...ttt e e e e e et et et —ar bbb a e e e e e e e eeeaeeearare 22
1 =] = LU LYY =] (o g T 22
5 ANNAING ..t e e e e e e e e e e bbbt it ettt et e et e e e e aaaeaaes 24
5.1 SHrANIENSALZE ... 24

I Y | VAR Y01 TS ()7 U T 27



Punkte und Geraden am Dreieck — Thema | — Florian Modler -3-

In diesem Referat beschéftige ich mich mit den Satzen von Ceva und Menelaus und mit
deren Umkehrsatzen. In diesem Kontext werde ich den Zusammenhang diese6h&zde

erlautern.

Im zweiten Teil beschéftige ich mich dann mit einem beliebigen Dreieck und den ihm
zugeordneten bekanntesten Punkten und Geraden: Mit den Seitenhalbierenden, dem
Schwerpunkt, dem Hohenschnittpunkt, den Winkelhalbierenden, dem Inkreismittelpunkt und

schlie3lich mit dem Umkreismittelpunkt.

Abgerundet werden die einzelnen Teile durch Aufgaben, die dazu dienen sollen, das

Verstandnis und das neu gewonnene Wissen zu festigen und zu Uberprufen.

In der vorliegenden Ausarbeitung sind Punkte, sowie Winkel mit Grol3buchstaben wie A
bezeichnet, Strecken mit zwei Grol3buchstaben wie AB und Flachen mit GroRbuchstaben der

Eckpunkte in Klammern wie (ABC).
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1 Satze von Ceva und Menelaus
1.1 Der Satz von Ceva

Der Stz von Ceva stammt vom italienischen Mathematiker Giovanni Ceva (*7. Dezember
1647 in Mailand, 1 15. Juni 1734 in Mantua).

Nach dem Besuch der jesuitischen Hochschule in Mailand und einem Studium der
Mathematik an der Universitét von Pisa arbeitete er ab 1686 als ProfessothHanmdik an
der Universitat von Mantua.

Der Satz von Ceva wurde in seinem Buch ,De lineis rectis se invicem secastitics
constructio® im Jahr 1678 veroffentlicht.

Um den Satz von Ceva einzufuhren, benétigen wir den Begrittakransversale.
Eine Strecke, die eine Ecke eines Dreiecks mit einem Punkt auf der gegegébddn Seite
verbindet, heil3Ecktransversale.

Beispiel:In Abbildung 1 sind X, Y und Z jeweils Punkte auf den Seiten BC, CA, AB eines
Dreiecks ABC. Die Strecken AX, BY, CZ sind damit die Ecktransversalen.

Der Satz von Ceva (Satz 1.1):

Schneiden sich drei Ecktransversafeti BY, CZ,eines Dreieck&BC in einem Pur
dann qilt:

BX CY AZ —1

XC YA ZB

&
Abb. 1 Der Satz von Ceva

! http://de.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Ceva
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Beweis des Satzes von Ceva:

Um den Satz von Ceva zu beweisen, erinnern wir uns daran, dass die Flacheninhalte von
Dreiecken mit gleicher Hohe proportional zu den Grundseiten sind.

Mit Hilfe von Abbildung 1 gilt damit:

X _(ABX) _(PBX) _(ABX)-(PBX) _(ABP)
XC (AXC) (PXC) (AXC)-(PXC) (CAP)
Analog erhalt man:
CY _(BCP) | AZ_(CAP)
YA (ABP) ZB (BCP)
Multiplizieren wir diese Gleichungen, so erhaltein: w
BX CY AZ _(ABP) (BCP) (CAP)_
XC YA ZB (CAP) (ABP) (BCP)

g.e

1.2 Die Umkehrung des Satzes von Ceva

Die Umkehrung des Satzes von Ceva (Satz 1.2):

BX CY AZ_

Genugen drei Ecktransversaled BY CZ d=ich
XC YA 7B~

so schneiden sie sich in einem Punkt.

Beweis der Umkehrung des Satzes von Ceva:

Wir nehmen zuerst an, dass sich die ersten beidetnaasversalen im Punkt P
schneiden und da€¥ ' die dritte Ecktransversalehdliesen Punkt verlauft.
Mit Hilfe des Satzes von Ceva gilt damit:

BX CY AZ'

XC YA Z'B

=1

CYy AZ_
XC YA ZB
BX CY AZ_BX CY AZ' AZ_AZ

XC YA ZB XC YA ZB ZB Z'B’
Damit fallenZ undZ ' zusammen und wir haben bewiedass sich

Da wir aber davon ausgegangen sind,

1 ddt; fo

die dreiEcktransversalen in einem Punkt schneiden.
Analog qilt dies auch fur andere Punkte. g.e.l

Zusammenfassend kann man sagen, dass der Satz von Ceva ein Kriterium fiard
Schnitt von Geraden ist.
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1.3 Aufgaben zum Satz von Ceva

Aufgaben:

Beweise die folgenden Satze:

1) SindX Y und die Seitenmitten, so schneidendieldazugehoérigen Ecktranssalen
in einem Punkt.

2.) Die Ecktransversalen, die auf den gegeniberidgn Seiten sergcht stehen, schneid
sich in einem Punkt.

3.)ABC undA B C ' seien zwei nicht kongruente Dreieclaen entsprechenden
Seiten (vergleiche Abbildung 2) jeweils zueinanpizmallel sind.
In diesem Falschneiden sich die drei GeradeA BB, ' @l " in eiRemmkt.

Abb. 2 Aufgaben zum Satz von Ceva (Hilfe fir Aufga)
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Losungen und Hinweise zu den Aufgaben:

Zu l.):

Wir benutzen den Satz von Ceva BX = XC CY,=YA AZ=2B (da die Punkte
X,Y undZ die Dreiecksseiten halbieren, siehe hierzu Abbil@&;ng

Der Mittelpunkt der Streck@B s&i , der der StreBke  Xsend der der Streck&C
seiY.).

BX CY AZ_BX CY AZ_

XC YA ZB BX CY AZ e
(Nicht anderes als Schnittpunkt der Seitenhalbiereradem,Schwerpunk.

Siehe dazu Abschnitt 2.2)

Zu 2.):

Wir benutzen den Satz von Ceva BX =ce  Bo€X,=be (@d3Y za* Ccos
AY =ce* C0oSA ,AZ =be coA BZ=a+ coB (darechtwinklige Dreiecke vorliegen,
siehe dazu Abbildumn4)
Einsetzen liefert:
CcecosBeae coebe cos
becosCece cosAsas coB
(Entspricht den Hohen, die sich im Hohenschnttpunkteiden.Siehe dazu Abschnitt 2.3)

Es gilt damit:

Kirzen liefert damit= 1. ode

Zu 3.):
Wir nehmen an, da€®88 ' u@LC ' sichin O schneiden, und OA di&k&&E8 ' in
A schneidet.
WegenAA B C ~ AABC qgilt:
A'B'_B'C'_OB'_AB'
AB BC OB AB’
Daher falltA miA' zusammen. g.e.(

A z E

C

C
Abb. 3 Skizze zu Aufgabe 1 Abb. 4 Skizze zu Aufgabe 2
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1.4 Der Satz von Menelaus

Der Satz von Menelaus stammt von Menelaus von Alexandria, der etwa 100hm. gelebt
hat. Er schrieb eine Abhandlung mit dem Titel ,Sgiea”, in der er bestimmte
Eigenschaften eines sphérischen Dreiecks benitzgehrieb, als ware die analoge
Eigenschaft eines ebenen Dreiecks wohlbekannt.

Vielleicht war sie das, aber da kein friiherer Nagisviiberliefert ist, nennt man diese
Feststellung einfach de3atz von Menelaus.? [1]

Der Satz von Menelaus (Satz 1.4):

Sind die PunktX Y, Z auf den (geeignet&egerten) SeiteBC CA AB des Dreiel
kollinear (liegen sie alle also auf einer gemeinsamen @ejadann gilt:

BX CY AZ_ 1

CX AY Bz

Beweis des Satzes von Menelaus:

Um den Satz von Menelaus zu beweisen, betrachteAlildung 5:

Z ki #

Abb. 5 Der Satz von Menelaus
Vorausgesetzt sei die Kollinearitat der Punkt® Z Wie in Abbildung 5 seien

h, h, undh, die Langen der Lote vénB C, auf die Getdde positiv gerechnet

auf der einen Seite dieser Geraden, negatf der anderen. In unserem Fall eidralwir nur
positive Werte, da wir nur auf einer Seite der @ereXY operieren.

Aus den drei Gleichungen

== —==_——=-1 (mit Hilfe des 2. &hlensatzes, siehe Anhang 5.1, Seibe
CX h, AY h BZ h,

erhalten wir das gewtinschte Ergebnis durch Multgpion:
BX CY AZ _h, h h
CX AY BZ h h h
Man beachte aber bitte, dass immer entweder aiesaiten (Abb. 10) oder genau eine Se
des Dreieck®BC verlangert werden mussten (Abb.rf)de drei verschiedenen kiokarer
PunkteX Y Z unterzubringen. g.e.d

=1 (nach Kirzen)

2 http://de.wikipedia.org/wiki/Menelaos %28Mathemati¥29
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1.5 Die Umkehrung des Satzes von Menelaus

Die Umkehrung des Satzes von Menelaus (Satz 1.5):

Gilt die Gleichung EX OV ez = 1 fur Punkte dk Y ,Z, ufaden drei Seiten
CX AY BZ

dann sind diese drei Punkte kollinear.

Beweis der Umkehrung des Satz von Menelaus:

Um den Beweis zu fuhren, betrachten wir Abbildung 6

Abb. 6 Die Umkehrung des Satzes von Menelaus

Liegen umgekehrt die PunkkeY Z, auf den drei Selezart, dass

BX CY AZ
faref
XC YA ZB
Dann gilt:
BX.CY.AZ BX CY AZ BX CY AZ' AZ AZ'
XC YA Z'B XC YA ZB XC YA ZB ZB Z'B’
Damit falltZ ' mitZ zusammen. Damit haben wir bewiesdass die Punkte
X,Y,Z kollinear sind. g.e.

Der Satz von Menelaus ist damit ein Kriterium der Kollinearitat.
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1.6 Aufgaben zum Satz von Menelaus

Aufgaben:
Folgende Aufgaben sollen zur Uberpriifung des elearognenen Wissens geldst werden.

Beweise die folgenden Satze
1.) Die Winkelhalbierenden der drei Aul3enwinkelesimicht gleichschenkligen 8ecks
treffen die jeweils gegentberliegenden Seiten @n kisllinearen Punkten.

2.) Die Winkelhalbierenden zweier Winkel eines migleichsenkligen Dreiecks und di
Winkelhalbierende des dritten AuRenwinkels schrreidie jeweils gegeniuberliegden
Seiten in drei kollinearen Punkten.

Losungen und Hinweise zu den Aufgaben:

Zul.):

Es seielAX BY un@Z die Halbierenden der Auf3enwinkahryilt:
BX ° CY. AZ :E.E.E:l

CX AY BZ b c a

Zu 2.):
Es seielAX 'un®Y ' die Winkelhalbierendiss Innenwinkels un@Z d
Winkelhalbierende desuenwinkels. Dann gilt:
BX' CY' AZ c a, b

-* - :(—_)o(—_)o_:]__
CX' AY' Bz b c a

1.7 Zusammenhang zwischen dem Satz von Ceva undgbdem
von Menelaus

Wir fassen noch einmal zusammen:

Der Satz von Ceva ist ein Kriterium fur den Schwath Geraden (Diese Umkehrung des
Satzes von Ceva wird haufig in der Dreiecksgeoméiin Beweise aus dem Themenbereich
~-Merkwitrdige Punkte im Dreieck” verwendet — wie wim ndchsten Abstand sehen werden.)

Der Satz von Menelaus ist dagegen ein KriteriunKiltinearitat.

Um den Gegensatz dieser beider Satzen herauszufisckareiben wir erstens die Gleichung

von Menelaus in der Forn'c?é- CY A =-1 und betrachten folgende vier Abbildungen
CX AY Bz
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In Abbildung 7 ist der Satz von Ceva dargestell, Abbildung 8 wird ebenfalls der Satz von
bei der alle drei Punkte auf den Seiten des  Ceva dargestellt, nur liegen in diesem Fall
Dreiecks liegen: zwei Punkte auf Verlangerungen

Seiten und der drRienkt auf der
Dreieckseite:

Abb. 7 Abb. 8

In Abbildung 9 wird der Satz von Menelaus  Alpbildung 10 ist der Satz von Menelaus
dargestellt: Zwei Punkte liegen auf zwei dargestellt: Die drei Punkte liegen alle auf

Dreiecksseiten und ein Punkt auf einer Verlangerungen von Seiten des Dreiecks
Verlangerung einer Dreiecksseite
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2 Merkwurdige Punkte und Linien im Dreieck

In einem Dreieck gibt es sehr viele ,merkwirdigetilbesondere Punkte und Linien (siehe
Abbildung des Deckblatts).

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf déeitenhalbierendenHohen,

Winkelhalbierenden undMittelsenkrechten beschranken. In diesem Zusammenhang
werden wir auch auf dedchwerpunkt, denHohenschnittpunkt, Inkreismittelpunkt und
schlief3lich auf detmkreismittelpunkt eingehen.

2.1 Zentrisch ahnliche Dreiecke
Zuerst wollen wir noch einmal kurz unser eigehtchon vorhandenes Wissen tber
ahnliche Dreiecke und zentrische Streckung aufigac Wir beschranken uns dabei nur auf
Dreiecke.
2.1.1 Ahnlichkeit bei Dreiecken
Satz:

Zwei Dreiecke B und D, heiRerdhnlich, wenn man P durch eine zentrische Streckui g
so in ein Dreieck B abbilden kann, das zu,xongruent ist.

Folgende Ahnlichkeitsabbildungen kann man miteieahkambinieren:

Kongruenzabbildungen:

Zentrische Streckung | Ve':riwjggﬂg

Spiegelung
Gleitspiegelung

N _/
\/

Ahnlichkeitsabbildung

Bild 1: Ahnlichkeitsabbildungeh

Bei solchen Ahnlichkeitsabbildungen bleiben die Wéinerhalten, nur die Langen der
Dreiecksseiten verandern sich. Diese Verlangeradgr(Verkleinerung) der Seiten erfolgt
jedoch im gleichen Verhéltnis; mit dem so genan&teeckfaktor.

Demnach wird jede Streck&B auf eine Strecké\'B' abgebildet und zwar mit der Lange
A'B'=kAB.

3 Mit freundlicher Unterstiitzung vdrttp://www.mathe-cd.de
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Betrachten wir ein Beispiel:

- Ixx
-~ a I \
- |I ‘\_‘..
- M
A
ST g |I..a~' =7
I r
" - gz |
. - IIlI.' B ll /
e f e
-~ fa == -’"./ |/j —
-~ - i
¥ - - |/ =N
A e o et
e —
-  —
=0 Abb. 11 Zentrische Streckung

Jede Streckung, die nicht lediglich eine Verschigbist, heil3zentrische Streckung
Denn alle Graden, die die Punkte einer Figur mit Ziggehorigen Bildpunkten verbinden,

schneiden sich in einem Punkt.
Dies soll erst einmal gentigen. Wir werden nun reinmal einige deAhnlichkeitsséatze
zusammenfassend darstellen:

2.1.2 Ahnlichkeitssatze

1. Ahnlichkeitssatz (WWW):

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln Uberein (Folglle Winkel sind gleich grof3), dann
sind die beiden Dreiecke &hnlich.

2. Ahnlichkeitssatz (SSS):

Stimmen bei zwei Dreiecken die Langenverhaltnisgeprechender Seiten Uberein, dann sind
die beiden Dreiecke &hnlich.

3. Ahnlichkeitssatz (SWS):

Stimmen zwei Dreiecke im Verhaltnis zweier Seited im eingeschlossenen Winkel
Uberein, dann sind sie ahnlich.
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2.2 Seitenhalbierenden eines Dreiecks
Definition:

Die Transversalen, die die Ecken eines DreieckslemtMittelpunkten der
gegeniberliegenden Seiten verbinden, hefistenhalbierende

Wir betrachten hierzu Abbildung 12:

A

&
A Abb. 12 Seitenhalbierende in einem Dreieck

Die StreckelAA BB CC ' sind die Seitenhatieieden des DreieciSABC
Aus diesem Grund gilBA =ACCB =B AAC =C B

2.2.1 Schnitt von Seitenhalbierenden (Schwerpunkt)

Mit Hilfe der Umkehrungs des Satzes von Ceva ($&}, gilt, dass sich die
Seitenhalbierenden in einem Punkt scerimussen. Den Schnittpunkt der ¢
Seitenhalbierenden eines Dreiecks (in Ablnigld 2 ist das der Punkt G) nenn
man Schwerpunkt des Dreiecks.

Wirde man ein Dreieck aus einem Material gleichigéf3Dichte und Dicke ausschneiden, so
befande sich das Dreieck im Gleichgewicht, wenn swaim diesem Schwerpunkt aufh&ngen
wuirde. Diesen Punkt nennt man also zu Recht Sclunktples Dreiecks.

2.2.2 Eigenschaften von Seitenhalbierenden

In diesem Abschnitt wollen wir uns einige Eigendtdravon den Seitenhalbierenden eines
Dreiecks anschauen. Es gilt folgender Satz:

Satz 2.1:

Ein Dreieck wird durch seine Seitenhalbierendeseichs kleinere flachengleiche
Dreiecke zerlegt.
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Wir wollen diesen Satz numeweisen:

Aus Abbildung 13 wird deutlich, dass diticheninhalte des Dreiechk&BA ' UhGA C
gleich sind, da die Dreiecke die gleichlange Greitdsund Hohe besitzen.

Daher bezeichnen wir beide Flachen neindelben Buchstaben . Weiterhin gilt:
(GCB") =(GB'A) und GAC = GC B).

Diese Flachen bezeichnen wir mit  bzw. z.

Es gilt jedoch auchGAC 35 QC B ), das heilf 2z=z+ x 2 , worawsy folgt.
Analog gilt (ABA") = (AA'C), woraus wideruny =z folgt.

Damit haben wir gezeigt, dass y=z  gilt. In Abbildurgfassen wir das

Ganze nocheinmal in einer Zeichnung zusammen.

g.e.(

Abb. 13 Seitenhalbierende teilen ein Dreieck irhsdtéchengleiche Dreiecke

Aus Abbildung 13 sieht man weiterhin, dass gBAB =2(GBA").

Da diese Dreiecke dieselbe Hohe habelgtiAG = 2GA'. Mit der gleichen Methode fol
BG=2GB' undCG= &C '.
Wir haben also gleichzeitig fatgpden Satz bewiesen:

Satz 2.2:

Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks teilen segegseitig im Verhaltnis 2:1.
Anders ausgedruckt: In einem Dreieck dritteln slehSeitenhalbierenden gegenseitic .
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2.3 Hohen eines Dreiecks

Um die HOhen eines Dreiecks einzufiihren, betraciieAbbildung 14:

Abb. 14 Hbhen eines Dreiecks

Die EcktransversaleAD BE CF (siehe Abbildung 14), diggils senkrecht auf den
SeitenBC CA AB stehen, nennt man die Hohen des DrelstRE.

Aus der Umkehrung des Satzes von Ceva folgt, delssake Hohen in einem Punkt
schneiden. Diesen Punkt (in Abbildung 14 ist dasRimkt H) nennt man Hohensgtipunkt.
Die PunkteD E F heil3en FulRpunkte (oder LotfuR3purdée)Hohen.

Verbindet man sie paaeise, so erhélt man das DreiéREF |, das sogenannte
HohenfulRpunktdreieck des Dreiedk&BC

2.4 Winkelhalbierenden eines Dreiecks

Weitere wichtige Ecktransversalen sind @ienkelhalbierenden eines Dreiecks. Diese sind
in Abbildung 15 verdeutlicht:

Abb. 15 Winkelhalbierende eines Dreiecks
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2.4.1 Eigenschaften von Winkelhalbierenden

Bevor wir die Eigenschaften der Winkelhalbierendatersuchen kénnen, missen wir den so
genanntererweiterten Sinussatzeinfihren.

Der erweiterte Sinussatz:

Wir bezeichnen einem DreieddBC  ein Kremt dem Mittelpunkt O und dem Radius
der Lange R ein. Wir ziehen den Durchme$igr uaddhnddJ (siehe Abbildung L6d 17)
In den beiden Fallen istCBJ ein rechter Winkel, da er einem Halbkreis einbasblen ist.

Daher gilt in beiden Figuren sh=—2 =2
CJ 2R

Abb. 16 1. Fall: Spitzer Winkel in A Abb. 17 2. Fall: Stump¥#inkel in A

In Abbildung 16 gilt:xJ = XA, da diese Winkéber demselben Kreisbogen liege
In Abbildung 17 istJ = 180- XA , da gegeniberliegende Wirkees
einbeschriebenen Vierecks sich zu?180 erganzen.

Wegen sird =sin(180 — &) gilt in beiden Figuren sih=  siin.beiden Fallen gilt

weiterhin sinA=i und somit_i: R .
2R SInA

Wenn man diese Uberlegungen auf die anderen Wirdestragt, gilt auBerdem:
b c

—— =2R,—— = 2R Wir fassen unsere Ergebnisse zu einem Satz zusamm
sinB sinC

Der erweiterte Sinussatz (Satz 2.3):

In einem DreieckABC mit dem UmkreisradiRsilt:
a b ¢
sinA sinB sinC

=2R.
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Kommen wir nun zu den Winkelhalbierenden zurlickbikdung 15 zeigt eine der
Winkelhalbierenden eines Dreiecks.

Wendet man nun den eben angefihrten igewen Sinussatz auf die zwei Dreie:
AABL undAALC an, deren Winkel in  denselben Sinuswert iatbe sie sich
zu 180° erganzen, gilt:

BL c LC _ b BL c

1 " 1o . Hierraus folgt:— =— .
sinEA sinL SinEA sinL LC b

Wir haben damit (mit den analogen Beziehungen)fulign Satz bewiesen:

Satz 2.4:

Jede Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt dieegéberliegende Seite im Verhaltnis
der L&ngen der anliegenden Seiten.

2.4.2 Schnitt von Winkelhalbierenden (Inkreismiteikt)

Jeder Punkt auAL  (siehe Abbildung 18) hat @  ABdlen gleichen Abstand.

Analog hat jeder Punkt auf der inneren Winkelhatmelen des Winkels iB  den

gleichen Abstand zAB urBC . Somit hat Benkt I, in dem sich die beiden Winkalbierendei
schneiden, denselben Abstand zu allen drei Seiten.

Satz 2.5:

Die Winkelhalbierenden der drei Winkel eines Drigschneiden sich in einem Punki.

Abb. 18 Inkreismittelpunkt

Der Kreis mit dem Mittelpunkt | und dem Radiusiefe Abbildung 18) wird von allen drei
Seiten berihrt. Dieser Kreis ist somit der einbasblene Kreis oddnkreis.
| ist derinkreismittelpunkt und r dednkreisradius.
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2.5 Schnitt von Mittelsenkrechten (Umkreismittelgt)n

Der Mittelpunkt des Umkreises in einem Dreieckdist Schnittpunkt aller drei
Mittelsenkrechten des Dreiecks, der so genanbtimkreismittelpunkt des Dreiecks

Dass flr jedes beliebige Dreieck ein Umkreis eaitidsst sich folgendermal3en begrinden:
Alle Punkte der Mittelsenkrechten zu der Streckesiil von A und B gleich weit entfernt.
Entsprechend haben die Punkte der Mittelsenkrechtater Strecke BC Ubereinstimmende
Entfernungen von B und C.

Der Schnittpunkt dieser beiden Mittelsenkrechteémliso von allen drei Ecken (A, B und C)
gleich weit entfernt. Er muss also auch auf ddtetriMittelsenkrechten liegen.

Zeichnet man um diesen Schnittpunkt einen Kreisddech eine Ecke des Dreiecks geht, so
mussen auch die anderen Ecken auf diesem Kreenlieg

Abb. 19 Schnitt von Mittelsenkrechten (Umkreisnifitenkt)
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2.6 Aufgaben zu ,Merkwirdige Punkte und Linien imeigck"
Aufgaben:
Folgende Aufgaben sollen zur Uberpriifung des elearognenen Wissens geldst werden.

Beweise die folgenden Satze bzw. |6se die Aufgaben.
1.) Der Umkreismittelpunkt und der Hohenschnittpugikes stumpfwinkigen Dreiks
liegen aul3erhalb des Dreiecks.

2.) Ermittle das Verhaltnis der Flacheninhalte gigegebenen Dreiecks und eines

Dreiecks, dessen Seiten dieselben Langen wie dienBalbierenden des Originaéiecks
haben.

3.) Jedes Dreieck mit zwei gleichlangen Seitenbadimiden ist gleichschenklig.
4.) Jedes Dreieck mit zwei gleichlangen Hohenlethschenklig.

5.) Verwende die Umkehrung des Satzes von Ceva (S2f und den Satz 2.4 zu
einem weiteren Beweis von Satz 2.5.

6.) Berechne die Lange der Ecktransversal&h(siehe Abbildung 13) in Abh&ngigkeit
vona,b undc .Hinweis : Satz von Stewart, siehe 5.2 SatzStewart).
7.) Das Quadrat der Lange der Winkelhalbieremleifsiehe Abbildung 15) betragt
a
Y.

b+c

bc[1-(

8.) Berechne die Lange der Winkelhalbierenden éelsten Winkels in einem Dreieck
mit den Seitenlangen 3,4,5.

9.) Das Produkt der LAngen zweier Seiten eDresecks ist gleich dem Produkt aus
dem Umkreisdurchmesser und der Hohedaeifdritte Seite.
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Losungen und Hinweise zu den Aufgaben:

Zu l.):

Das stumpfwinklige Dreieck ist einem Kreisbogen einbeschrieben, der kleiner als
ein Halbkreis ist. Zwei der H6hen schneiden die ihnen gegeniberliegenden Seiten
aul3erhalb.

Zu 2.):
Wir beziehen uns auf Abbildung 13: Konstruié&rd ' gleich lang und paralBzu ',

so dass\ CDB ' ein Parallelogramm mit Diagonalschnittpinkt  ergibt, der Mittelden&trecki
CB' ist. Nun sind die Seiten vakDAA gleich lang und parallel zu den drei
Seitenhalbierenden vaxABC , und es gilt:

(ABC) _(CAA) _CA_4

(DAA) (EAA) EA 3

Zu 3.):
Die gleich langen Seitenhalbierendgd ' @i ' sollen sich, wie in Abbildung 13,

in G schneiden. DBG :gBB =CG , ist das Dreica&BC gleichschenklig und

£C'CB = «xB'BC. Nach dem Kongruenzsatz SWS (Seite-Winkel-Seite) gilt:
AC'CB OAB'BC und damiB=C .

Zu 4.):
SeienBE undCF die gleich lgen Hohen. Aube BE= ZBC 3c*CF foldi=c .
Zu 5.):

Mit der Bezeichnungsweise von Abbildung 15 gﬁé =— usw

olo
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Zu 6.):

Wir benutzen den Satz von Stewart Bt :e':%a un@g@ ='f :%a

Eine Variante des Satzes von Stewart ist/A3ei eine Ecktransversiaindep die
die StreckeBC in zwei Strecken mit den Lang2h=e undXC = f teilt.

Dann gilt:ad #+ef )=be+c ¥ .

Nach dem Satz von Stewart gilt:

a(d2+la2):iab2+—lc2a und damitlz—l\/ B+ @-2a 2
4 2 2 2

Zu.):
Benutze den Satz von Stewart mit kc f 5 kb k :’b%

c
Zu 8.):
122

7
Zu 9):
Wenn die HOh&€F in Abbildung 16 und Abdiing 17 hinzugefugt wird, erkennen v
dasABCJ ~ AFCA , und damiti£ :E .
CJ CA

3 Abschluss

Fassen wir noch einmal zusammen, was wir nun gelernt haben:

Wir haben uns den Satz von Ceva und den Satz von Menelaus und ihre Umkehrséatze
angeeignet.

Unter anderem mit Hilfe dieser Satze haben wir dann die wichtigsten Punktenierddines
Dreiecks hergeleitet: Seitenhalbierende, Hohen, Mittelsenkrechten und Wéiketende.

In diesem Zusammenhang haben wir uns angeschaut, welche Punkte entstehenhwenn sic
diese Strecken schneiden: Schwerpunkt, Hohenschnittpunkt, Inkreismittelpunkt und
Umkreismittelpunkt.
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5 Anhang

5.1 Strahlensatze

Wir wollen noch einmal die Strahlensatze auflisten, da diese fur viele Anwendunges die

Referats gebraucht werden.

1. Strahlensatz:

Werden zwei von einem Punkt ausgehende Strahlen von zwei Parallelen geschnitten, dann
verhalten sich die Abschnitte auf dem einen Strahlen wie die entsprechendbnitdsaif

dem anderen Strahl.

\‘EI e

d

Abb. 20 Strahlensatz 1
Es qilt:

B SD'AB CD' AB CD
a ¢ a_c b d

a+b c+d'b d'a+b c+d

jun]

Abb. 21 Strahlensatz 1

Es qilt:
a ¢ a_c¢c b _d

" a+b c+d'b da+b c+d
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2. Strahlensatz:

Werden zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen von zwei Parallelen gesdaritie
verhalten sich die Abschnitte auf den Parallelen wie die von S aus gemessenen
entsprechenden Abschnitte auf jedem Strahl.

\‘B e

un]

d

Abb. 22 Strahlensatz 2 Abb. 23 Strahlensatz 2
Es gilt: Es gilt:
AC_SA.AC_XC e_ae_c

BD SB'BD D T 0T d
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3. Strahlensatz:

Werden drei von einem Punkt S ausgehende Strahlen von zwei Parallelen geschnitten, dann
verhalten sich die Abschnitte auf einer Parallelen wie die entsprech&hdemnitte auf der
anderen Parallelen.

\‘B .

Abb. 24 Strahlensatz 3

Es qilt: Es gilt:
AC _BD AC _BD CE _DF a c a c b q
CE DF AE BF AE BF b da+b c+d a+tb c+d

a _ c | b _ d
a+b c+d a+b c+d

a_c.
b d’
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5.2 Satz von Stewart

Beim Abschnitt 2.6 Aufgaben zu ,Merkwirdige Punkte und Linien im Dreieck” bei der
Aufgabe 6 muss der Satz von Stewart angewendet werden. Hiermit soll dizseo®a
einmal aufgestellt und bewiesen werden:

Satz von Stewart:

In einem DreiecltAABC miM [ BC ] gilt die Beziehung:

|AB|% |[MC [+ |AC } MB + AM > BC =[BC <|MB «|MC

Beweis des Satzes von Stewart:

Wir betrachten Abbildung 26. Um den Satz zu beweiseenden wir den Satz destRggora:
in zwei Dreiecken an:

AABM :|AB|2=|AM |%# MB |= 2 HM NMB | (1)

AACM :|AC|2=|AM |# MC |= 2 HM MC | (2)

=

Abb. 26 Satz von Stewart

Wir multiplizieren die Beziehung (1) nun miMIC | u¢®) mit |MB | und addieren die
beiden Ergebnisse. Damit erhalten wir:

|AB|?|MC [+ |AC [2MB 3 AM |2{IC { MC #)MB [KIC +|MC MB |
|AB|?|MC |+ |AC [2MB § AM |?|BC [+ [MC [MB [(MC + MB |)

lABIZIMC i+ IAC [2MB 3 AM [BC { MC ¥B HC | g.e.

* Diese Herleitung stammt mit leichten Anderungen yDie Beziehung von Stewart und Anwendungen* von
Peter Andree:hitp://www.ksk.ch/mathematik/mathonline/mathemati#idmetrie/satz-von-steawrt-main.pdf
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Es gibt eine weitere Herleitung des Satzes von Stewart:
Satz von Stewart:

SeiAX eine Ecktransversale der Lage e,die Streck®C (vergleiche Abbildung :
in zwei Strecken mit den L&ng&X =e  uX@ = f teilt, daifin g
a(d2+ef) =b%e+c2f.

Beweis:

Abb. 27 Satz von Stewart
Um diesen Satz zu beweisen, greifen wir auf den Kosinussatz zurtck.

Der Kosinussatz besagt, dass in einefiebigen Dreieck AB( £c #a 2 &+ cg8 Qi

A

8 Abb. 28 Der Kosinussatz

Aus dem Dreieck erkennen wir:

h=cesingOw=a—-ce cosl

Mit Hilfe des Pythagoras folgt:

b2 =h2+w?

Einsetzen liefert:

b2=(cesinfB)?+ @-ce* coB )?

b2=c2e sin?f+a?- Aace coG+c ¢ coL?

b2=c2(sin?5+ cosp }a = dce cof sin?B+cosP=1
b?2=c2+a?- 2ace coss

c2+a2-Db?

- Cosf =
2ac
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Gegeben sei nun folgendes Dreid&C (@iabbildung 29) mit der Ecktransversal
d auf X Oa, die die Seita in die zwei Teilstrecken
BX =eundXC = f teilt.

Wir wenden diesen Satz auf das DreiBdA und auf das DreieckKCA an.

Abb. 29

weil Gegenwinkel £X;,. = 180-4X, s ):
e+d2-b2_ f2+d2?-b?
2¢d  2fd
= 2fd(e2+d2-b?)=-2d (f #d >=b2?) [:2]|p ted 4c B
- ef +ef 2+ed2+ fd2=b%+c?f
o (e+ f)(d2+ef ) =b%+c2f
= a(d2+ef ) =b%e+c2f oce




