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Thema: 50 - Ableitungsbeispiele fiir Funktionen
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Logarithmusfunktionen

Wurzelfunktionen

Vorwort:

Mit diesem Artikel méchte ich dem Schiiler das Ableiten von verschiedenen
Funktionen, die in der Schule behandelt werden, erlautern. Der Artikel kann
als Ubungsvorlage oder auch fiir einen ”kurzen Blick” vor einer Klausur ver-
wendet werden.

Was nun folgt, ist keine kurze Ubersicht zum obigen Thema, sondern ich
werde versuchen den kompletten Rechenweg mit den notigen Erklarungen
zu zeigen. Ich mochte noch hinzufiigen, dass dies mein erster Artikel ist, den
ich vor anderen préasentiere. Also bitte habt Nachsicht, wenn nicht gleich
alles stimmt.

So und nun viel Spass beim Lesen und Rechnen.
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1) Ganzrationale Funktionen:
FEine ganzrationale Funktion ist durch folgende Darstellung charakterisiert:

f(l‘):an'mn-f—an—l~l‘n_1+-~-+a1-x+a0, neN,aeR

Man nennt ihren Funktionsterm auch ein Polynom.

Die grofite Hochzahl bzw. der grofite Exponent n heifit Grad der Funk-
tion. Ein Spezialfall ist die Funktion 2. Grades, besser auch bekannt als
quadratische Funktion, deren Funktionsgraph man Parabel nennt.

FEine ganzrationale Funktion vom Grad n hat héchstens n Nullstellen, n — 1
Extremwerte und n — 2 Wendestellen.

1) f(x)=0,040* —224+0,96, xcR

f'(x) = 0,162 — 2z
f"(x) =0,482% — 2
" (x) = 0,962

Erklarung: Hier nochmal kurz zur Erinnerung die Ableitungsregeln:

Potenzregel: f
Konstantenregel:  f
Summenregel: f

c
=g(x) + h(z) = f'(z) = ¢'(x) + ¥ (2)
Faktorregel:  f c =c-

~g(x),c e R= f'(x) g (z)
Nun erldutere ich das nochmal genauer an diesem ersten Beispiel.

Wir benutzen dazu die Potenz und Konstantenregel
und betrachten jeden Term einzelnd.



g (x)=4-0,04z*1
g (z) =0, 1623
h(z) = z?
R(z)=2-2*!
h'(z) = 2x

k(x) = 0,96
K'(z)=0

Das ganze zusammen ergibt dann:

fl@) =g () + I (x) + ¥ (2)

f'(x) =0,162° — 2240

Dies wiederholt sich auch bei den weiteren Ableitungen.



Nach diesem ausfiihrlichen Beispiel folgen nun weitere.
2) f(z)=-0,52-(2? —2)

Hier sehen wir ein Produkt, das wir ausmultipliziert ableiten kénnen oder
wir benutzen eine weitere Ableitungsregel.
Ich werde nun beide Wege ausfiihrlich zeigen.

fx) =—0,52% + x
fl(z) = —1,522 +1
f(x) = =3z

Das ist der erste Weg bzw. die erste Moglichkeit, die Ableitung dieser Funk-
tion zu bestimmen.

Wie ich oben schon erwihnt habe, kénnen wir auch eine weitere Ableitungsregel
verwenden.

Das ist die Produktregel

Ich werde sie nun nochmal kurz hinschreiben,

den Beweis findet ihr in anderen Artikeln.

Aus  f(z) =u(z) - v(z) = f(z) =d(z) - v(z) +u(z) - V()
kurz: f'(z) =u -v+u-v

An unserem Beispiel sieht es dann wie folgt aus:

u = —0,dbx
w =-0,5

v=a2—-2
v =22

Jetzt einfach die Formel anwenden:
fl(z) =—0,5- (2* — 2) + (—0,52) - 2z
f'(x) = —0,522 + 1 — 2
fl(z) = —1,522 +1

Nun haben wir mit einfachen Mitteln auf zwei Wegen die erste Ableitung
dieser Funktion bestimmt.



3) f(z) =0,752* — 423 + 622

f(z) = 32% — 122% 4 122
f"(x) = 92% — 242 + 12
" (x) =18z — 24

4) flz)= 42?4+ 2z —1)- (22 + 32 +5)

1.Weg mit der Produktregel:
u=4z’4+2x—-1 v =8x+1
v=24+32+5 v =21r+3

f'(@)
f(=)
f(z) = 82 + 242 + 40z + 2% + 3z + 5 + 82 + 122% + 22° — 22+ 3z — 3
f(x) = 162 + 392 + 44z + 2

flz)=(4z®+ 2z —1)- (z® + 3z +5), (ausmultiplizieren)
f(x) = 4z + 122 + 202% + 2 + 322 + 5r —2* =3z — 5
f(z) = 1623 + 3922 + 44z + 2

Wie man gut erkennen kann, hat man mehere Moglichkeiten eine Funktion

abzuleiten, die aus einem zusammengesetzten Produkt besteht.
Es ist euch iiberlassen welche Methode ihr verwendet.



5) fal@)=a-2*—(a+1)-22+1, a>0;z,a€R

fa@)=a-2*—a- 22— 2% +1

f." (z) = 12a2? — 2a — 2
1" (z) = 24azx
23
6) fol)="=+22°+ax z,0a€R;a>0
a

2
fa’(x):3i+4m+a
a
" 6z
() = — +4
) = O
6
7 o
Ja (x)_a

7) fa(z) = (ax — 1) - (2% + 5z + 6)

f/@)=u - v+u-v

u=axr —1

/

U =a
v=2>+5x+6
vV =2x+5

fd(x)=a-(x* +52+6) + (ax — 1) - (22 + 5)
fd (z) = ax® + 5ax + 6a + 2a2” + Sax — 2x — 5
fd(z) = 3az® +2- (5a — 1)z + 6a — 5

1
8)  filz) = é-x?’—tQ R
1
ft'(x):3-§~a:2—t2:m2 t2
fi'(x) =2z
fi"(x) =2
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9) ft(x):%-x3—3x2+2 tx
) =3 522 et
fi'(r) =3 T 635—1—2 t
fl@)= 5wt 6ot S ot
6 3
ft"(x)—2—t-aj—622 x—6
3
ft”/(m)—g

Man kann auch seine Ableitungen kontrollieren,
indem man die Stammfunktion von der Ableitung bildet.

/ _ 1 2 <
fi(x) =3 5T 6$+2 t
3 1 1
Fx)=— -(=-2%)—-6-(=-2? Z
() 5 (3x> 6(2x)+ t-x
3 6 9
F =2 g3 24l
t(z) o Ty Tyt
— 1 3 2
t(x)—%x 3x —|-2tx
Fy(z) = fi(x) wahre Aussage
6 12
10) fk(x):ﬁ‘xs_?'lz-i-(sl’
6 12
18 24
/ _ 2
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2) Gebrochenrationale Funktionen:

Sind w(z) und v(x) ganzrationale Funktionen,
dann heifit die Funktion f mit

eine gebrochenrationale Funktion. Der Funktionsterm ist ein Bruch

mit einer Zahlerfunktion u(x) und einer Nennerfunktion v(x).

Der grofitmogliche Definitionsbereich einer solchen Funktion ist in

vielen Fallen nicht die ganze Menge R, da im Nenner

eines Bruches nicht 0 stehen darf. Also miissen alle Nullstellen

der Funktion v(z) aus der Definitionsmenge ausgeschlossen werden.
Dadurch ergeben sich Definitonsliicken. Wenn eine Nullstelle des Nenners
v(z) gleichzeitig auch Nullstelle des Zéhlers u(x) ist, so handelt es sich um
eine hebbare Definitionsliicke.

Wenn dieses nicht der Fall ist, so liegt eine Polstelle mit senkrechter Asymp-
tote vor.

Dies war eine kleine Einfiilhrung zum 2. Teil meines Artikels.

Nun folgen wieder 10 unterschiedlich schwere Aufgaben, zu denen ich jeweils
die ersten zwei oder drei Ableitungen ausfithrlich berechnen werde.

_1
2 -9

1) flz) =

Die Ableitungen von gebrochenrationalen Funktionen werden mithilfe der
Quotientenregel gebildet.In diesem ersten Beispiel bezeichnen wir unsere
Aufgabe mal ganz formal so:

u(x) = Zahlerfunktion v(z) = Nennerfunktion

Die Quotientenregel lautet dann so:
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Das sieht auf den ersten Blick vielleicht fiir den ein oder anderen
kompliziert aus, aber es ist ganz einfach. Das kann man natiirlich auch
wieder beweisen, aber wie ich oben schon erwdahnt habe, gibt es dazu auch
wieder einen tollen Artikel von Florian.

1
U Beispiel : =
nser Beispiel war: f(x) g
/ !/
fooyuv =
f($)— ,UQ
u=1 u=0 v=12-9 v =2z

Wie ich darauf komme, zeige ich nicht nochmal, weil das kann man oben
nachvollziehen.
Berechnen wir jetzt die erste Ableitung.

b 0-(@?—9)—1-(2x)
f(x)* ($2—9)2

rooN 2z
fi@) = ooy

Das war die erste Ableitung. Die weiteren berechnen sich genauso, nur
dass die Kettenregel nun eine Rolle spielt Nach der ersten Ableitung wird
in der Regel immer ausgeklammert und danach im Nenner gekiirzt, was
man nun in der zweiten Ableitung sehen kann

=2 (2 —9)? — (—2x) - 2(2? — 9) - 22

"
f (.%') - (.’172 . 9)4
Erklarung:
g(x) = (2% — 9)? | Kettenregel

Jd(x)=2-(2* -9 2z

g (x) =4 (z* - 9)

Merke: auflere mal innere Ableitung!

Wie ich oben schon erwahnt habe, wird nun ausgeklammert!
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" o (1'2 - 9) [(_2 : (:Ez - 9) - (_2$) ' 433)]
f (x) - (332 o 9)4

v —2x% 418 + 822
f (‘T) - ($2_9)3

Bemerkung: (22 — 9) wurde einmal mit dem Nenner gekiirzt,
deswegen steht im Nenner (22 — 9)3

" 622 + 18
:>f($):(;2+9)3

Dieses Schema geht auch analog fiir die dritte Ableitung.

12z (22 —9)3 — (622 +18) -3 (22 — 9)? - 2z
a (22 —9)°

Bemerkung: ((z2-9)3)% = (22-9)32 = (22— 9)% <= Potenzgesetze

E— fm(I)

(22 —9)2[(122 - (2% — 9) — (622 + 18) - 6z)]
(x? —9)0

— f//l(l') _
(22 — 9)? wird ausgeklammert!

_ 122% — 108z — 362° — 108z
N (22 —9)1

(22 — 9)? wird 2 mal im Nenner gekiirzt und der Zihler weiter

zusammengefasst!

—2423 — 2162
" -
— f ($) — (1172 — 9)4

— f///($)

Puuh, das war ganz schon viel, jedoch sieht man ein Losungsschema,
namlich Formel anwenden, zusammenfassen und eventuell ausklammern
und wenn man genug Aufgaben rechnet, fallt es einem dann leicht, wie
auch andere Sache im Leben.
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u=322-8x o =6x—38

v=(r—2)> V=2 (x—2)-1

(62 —8) - (x —2)? — (322 — 8x) - 2(x — 2) - 1

fl(z) = L

oy = E= D62 —8) ( Q(Cx_;z — (322 — 8z) - 2]
() = 622 — 12z — (8;5 jzl)i — 62% 4 16z

@ =55

P P ) (—(;lai+2)166> 3 (2 —2)1
Py = &= 2)?[—4- (vix_2)2)6 (—4a + 16) - 3]
fila) = A

"0 = =g

T k) (8(:;—_4;2;-4-(9;—2)3.1
() = (z—2)3[8- (ﬂzx— _2)2)—8 (8 — 40) - 4]

() = 327 1(636—_ 322; +160

ooy = e
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x3 — 422

2 -9

13) f(z) =

(322 — 8xz) - (2?2 — 9) — (23 — 422) - 22

/ _
f (.’L’) - (.1‘2 _ 9)2
3zt — 2722 — 823 + 72z — 2% + 823
fl(z) =
(a7~ 9)?

4 2
foo Xt = 272" + T2
f(IE)— (33‘2—9)2

(42 — 54w 4+ 72) - (22 — 9)% — (z* — 2722 + 722) - 2(2® — 9) - 22

" .
f (J?) - (xQ _ 9)4
% —9) [(423 — 54z + 72) - (2% — 9) — (z* — 2722 + 72x) - 4z
f(z) =
(22 9"
" 425 — 54x3 + 7222 — 3623 + 4861 — 648 — 425 + 10823 — 28822
[i(z) = 2 _0)3
(z* —9)
" 1823 — 21622 4 486x — 648
fi(z) =
(22— 9)°

) = (542% — 4322 + 486) - (22 — 9)3 — (1823 — 21622 + 4862 — 648) - 3(2% — 9)? - 22
(x2 —9)0

_ 5da* — 48622 — 43223 + 3888z + 48622 — 4374 — 108z + 12962 — 291622 + 3888

f///(x) _ (:1:2 - 9)4

() —54x* + 8643 — 291622 + 7776 — 4374
xTr) =
(22— 9)
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1'2—(12

14) fa(x) =

22 4 a?

2z (2?4 a?) — (¥ —a?) - 22

!

fa() (22 + a2)?

£ (z) = 223 + 2xa® — 223 + 2xa®
a\¥t) = (22 + a?)?
, 4xa?

falz) = @2+ a2

(4a?) - (2% 4+ a?)? — (4za?) - 2 (2% +a?) - 22

" _
fa (33) - (1132—}—&2)4
£ () = (4a?) - (22 + a?) — (4za?) - 4o
a (22 + a?)3
£(z) = 4a? - 2% + 4a* — 16a? - 22
a - (22 + a?)3
” 4a* — 1202 - 22
4o 4 8
1 = —
5) ft(x) 72 4t
4. (2?2 +t)— (4z +8)-2x
/ —
filw) = (22 +1)?
4a% + 4t — 822 — 162
/
fe(z) = (22 +t)2
—42% — 162 + 4t
/!
ft (]") = (332 + t)?
) = (=8z — 16) - (22 + )2 — (—4a? — 162 +4t) - 2 (22 + 1) - 22
! (z2 + )4
) = —82% — 8xt — 1622 — 16t + 162 + 642 — 162t
! (z2 +t)3
" 83 4 4822 — 24xt — 16t
f'(x) = @211

Das Ausklammern schreibe ich jetzt nicht mehr hin, nach ein paar
Beispielen sieht man das und man kann sich den Platz einsparen.
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16) file) =

—9r (1 — — (2 = £2) .
£(@) = 2x - (z (jtz 2t§§ x?) -1

_ 92 _ 42 2
F(2) = 2x 4(—$4ft2t)§ +x
, —x? + dat — 2
Tt (ﬁ)zw

— = 92t)2 — (=2 —$2). _ .
ft"(fv):< 2z +4t) - (x — 2t) (x(_x%;—lélxt t7) - 2(x —2t) - 1
" 6t
o) = = o

2
, 20 - (x+t)2—22-2- (x4t
i = o 0 2 )
, 222 4 2zt — 222
folw) ==
ft/(:x) = (.%'2—ftt)3
" 2t - (z +1)3 —2xt-3- (z +1)?
ooy = 2l 28 (e
2 _

£(x) = thz;ifty 6zt

2 _
e = G

18



3 + 32a3

18 () =
) =10
/(@) = 322 - az? — (23 + 32a3) - 2ax
s R
3az* — 2a2* — 64a* -z
I —_—
fa'(z) = (a2 - 24)

ar* — 64a* - x

fa'(z) = T (2%

azx? 64a* -
fa/(x) = a2 - 4 - a2 - 7l
oy 1 64a?
fa(@) = a a3
x> — 64a’
fd(z) = P
wo  192a?
fa'(z) = A
4kx
19)  fr(z) = e
() = 4k - (2?2 + k?) — dkx - 27
g (22 + k2)2
() = dka? + 4k® — 8ka?
P T 2 1 k)2
oy —Aka? 4 4k3
fk (1’) - (:UQ —|—]€2)2
() = —8kx - (22 + k%)? — (—4kx® +4k3) -2 (22 + k?) - 22
k (22 + k2)*
" —8ka?® — 8k% - x + 16ka® — 16k3 - =
fi' (z) = (22 + k2)3
"o on 8ka3 — 24k3 -
fk (‘T) - (CL‘2+I<32)3

19



3

W) 0= s

_0-(a®+3x+1)—3- (22 +3)

fe' ()
2
(2 + 3z + )2

fla) = ——02=9

(2 + 3z +t)?

—6- (2 2
) = S8 @ A3t (6 -9)-2- (@ +3w+1)- (2 +3)

(22 4 3z + t)*

A2

£(z) = 62 — 18z — 6t — (—62 — 9) - (4x + 6)
(24 3z +1)3

G2

() = 62% — 182 — 6t — (—242? — 362 — 362 — 54)
(24 3z +1)3
v —6x* — 18z — 6t + 24a?
£ () = x* + 36x + 36x + 54
(22 4+ 3z +1t)3

Jz) = 1822 + 542 — 6t + 54

(22 + 3z + )3
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3) Exponentialfunktionen:

Ezxponential-und Logarithmusfunktionen bilden die mathematische Grund-
lage zur Beschreibung von exponentiellen Wachstums- und Zufallsprozessen
(z.B. Radioaktivitat, Kapitalverzinsung).

Die Exponentialfunktion f(z) = e* ist dadurch charakterisiert, dass bei
Zunahme des x-Werts um einen Wert y der Funktionswert f(z) mit dem
entsprechenden Faktor f(y) vervielfacht wird.

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,
deswegen habe ich es auch zusammengefiigt.

Zwischen Logarithmus- und Exponentialfunktion gilt folgende Beziehung;:
y=e" <=z =In(y)

also: y = e® nun wendet man den Logarithmus an

In(y) =In(e)(z) In(e) hebt sich auf, weil das 1 ist, deswegen folgt
In(y) = =

Die Exponentialfunktion f mit f(z) = e® ist auf der ganzen Menge R
definiert, ihre Funktionswerte sind immer gréfler als 0.

Nun beginnen wir wieder mit dem Rechnen. Ich hoffe, die Einfithrung war
nicht zu schwammig.

Meistens wird die Produkt- und Kettenregel verwendet:
Merke:

flo) =" = fla) ="

fla) = @ = f(@) = @) 2l ()

Beispiele:

fx)=e* = fl(x) =e* - 2= fl(z) =2 ™
f”(x) :2'6235'2:4'621

f”/(l') :4_€2x .9 :8'€2x

b) f(x) =e'% = f'(x) = €'67 . 16 = 16 - £!0°

c) f(z) = Q0522 o f’(a;) — 052z 0,5=0,5- o052

21



Na, was aufgefallen? Auf den ersten Blick sieht es doch ganz gut aus,
jedoch ist es falsch!! Richtig wére:

f(l’) — 60,5727; — f’(x) — 60,572313 . (_2) — f/(x) — 9. 60’57233

Manche Lehrer verdrehen es einfach, um die Schiiler zu verwirren :) Also
immer schon gucken, was da steht dann ist auch wieder ganz einfach zu
losen.

Verbinden wir nun die Produkt- und Kettenregel:
Es folgen nun wie gewohnt 10 Rechenbeispiele mit immer héheren
Schwierigkeitsgrad.

21) f(z) = (z—2) €

fl@)=u -v4+u-o

u=x—-2 = u =1; v=e® = v =¢"
f@)y=1-e"4+(z—2)-€"
fllay=e"-(1+(z-2)=¢"(z-1)
ffx)y=¢€e"(z—1)+€"-1
ff@)y=¢e¢" - (z—14+1)=¢"z
f"(@)y=e"z+e"-1=¢"(x+1)

T

Merke: Nach Anwenden der Produktregel wird ausgeklammert C—T =1
€

Das sieht dann so aus:
f(z)y=1-¢"+(z—2) ¢ ausmultiplizieren

= flz)=e"+z-e"—2-€" e’ ausklammern
= fl(z)=e" - 14+2-2) = fl(x)=¢€"(z—1)

Mit ein bisschen Ubung kann man sich dann das Ausmultiplizieren sparen,
wobei bei komplexen Aufgaben es doch gut ist, da man sonst schnell den
Uberblick verliert. Dasselbe fiir die zweite Ableitung:
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= fl@)=e" (z—-1)+e" 1= f'2)=2-e"—e"+e&" = f'(2) =" (x—1+1)=¢€"-x
Und jetzt dritte Ableitung:
f"@)y=e"z+e" - 1=z-"+e" =€ (x+1)

Ich werde die nachsten 2 Aufgaben mit 2 Wegen zeigen also einmal mit
Ausmultiplizieren und anschlieBend Ausklammern und einmal ohne mit
gleich Ausklammern.

1.Weg:

fd(x)=a-e 27 4 gy .2 (—x)
fd(@)=a-e2 a2 ez
fd(x) = ez (a — ax?)

2. Weg

fJ(@)=a-e 2 @ | qr-e2® (—x)
ful(@) = e 27" - (a — az?)
fd(@)=a-e" 27 - (1 —2?)
fJ(x)=—-z-a e 2 (1-—a2®)4a-e 27 . (—2x)
fJ (x)=a e 2 (—z + 2% — 22)
fJ (x)=a ez (—3z + 23)
f"(x)=a-e 2%z (2? - 3)
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24) fulw) = (2® > -a)- e

ft/(l‘) — (2$ _ %) . etw + (1,2 _ %

‘1')'t-€t$
/ t 2 9

fi(z) =e ‘(Qfﬁ—g—l-tm — 27)

/ _ tx 2 2

t(r) =e '(—t+t:z)

" e 2 9 .

) =t (2 ) 1 e )

f'(@) =" (=247 2 + 2t)

25)  fa(x) =10z - oo

fd (x) =10 e % 410z - (—2az) - e—aw’
fa/(;p) — e—axQ 3 (10 + (—20az2))

£ (x) = e . (10 — 20az?)

1" () = (—2ax) - e (10 — 20az?) + e . (—40ax)
1" (z) = —20ax - e 44002 - 23 e — 40w - e~
1 (x) = e . (—20az + 40a® - 2* — 40ax)

fd (x) = e . (—60az + 40a* - 23)

fo"(x) = —2az - e (—60ax + 4Oa2x3) + ez’ . (—60a + 120a2$2)
fa”/(x) — e_aa:Q . (120@2 . 332 — 80@3 . :[;4 _ 60& + 120@2 . 1'2)
fa" () = e~ . (240a® - 2* — 80a® - 2* — 60a)
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et +1
2. (e"+1)—(2-e"—4)-€”
(er+1)2
2.2 4 2.6 —2. 62 4 4. "
(€$+1)2
6-e”
(€x+1)2
6-e*- (e +1)2—6-€e*-2-(eT+1) €
(er +1)%
6.2 +6-e% —12-e2
(e 4+ 1)3
=6 46"
(er+1)3
2.e*
fk(x)_ef k
2. (e —k)—2-¢€"-e”
("= P2
2.e2% _ k. eT — 2.2
("= k)
—2k - e*
(= b2

 —2k-e®(e" —k)?— (—2k-€e")-2- (" — k) -€”

(= k"
B —2k - 2 4 2k2 . e® 4+ 4k - %
(= kP
B 2k - 2% 4+ 2k2 . e®
R
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%) file) = S
I () e’ - (e” "‘(2 :_ i; —t)-e”
ﬁw—¥”+é1£+ﬁﬁ

0= i

fita) = A I M
fil) = o B

i) = 2 2

(em +1)3

29)  fa(z) =€"- <M+ 1>

ax3

axr +1 a2a3 — 30223 — 3az?
foll@) = et < a3 > +et ( 0226

1 90223 — 3q22
ﬁm:aucﬂ%>+g<ax%w>

ax? 226

e’ (ax +1) L (—2a%z3 — 3ax?)

1)
Jd' (z) = axd a2x6

, az® - (% - (ax + 1) + €® - (—2a%z3 — 3ax?))
fa'(z) = 276

, ard - (ax - e* + e%) — 2a%x3 - € — 3ax? - *
fo'(z) = a226

/ a’zxt - e® 4+ axd - e® — 2a%x3 - e — 3ax? - *
fa'(z) = a226

. . [a*at + ax?® — 20?2 — 3ax?
fd(x) =e€” - 226

ard 3 axt

fa/(x):ex_<12+1_2_3)
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Man kann sich diesen kompletten Weg sparen, ja ganz richtig jetzt denken
sicherlich welche ”boa warum macht der das nicht frither” Nun ja sowas
passiert, wenn man nicht richtig guckt, genau deswegen habe ich auch
dieses Beispiel gewahlt

2. Weg:

axr +1 1 1
fa“”):ex'( e >:’<xz+xs)
1 1 2 3
/ _
fa@)—e”(xzuxs)“x'(‘xz‘aﬁ)

fa/($):ez.<1 + L _2_ 3)

2 axd 23  axt

und siehe da schon haben wir viele Nerven gespart, denn das Ergebnis
deckt sich mit dem von da oben.

Merke: Immer schauen ob man die gegebene Funktion vereinfachen kann
30) falw) =@ e ot

fJ(@)=1- emaT tl 4 o (—2ax - e*“IQH)

fd (z) = e w (1 - 2az?)

£ (x) = —2az - e H1 (1 — 2a2?) + e ¥+ (—daz)

fd'(x) = 0w’ 1 (—2az + 40’z — dax)

fa/l(l_) — e—ax2+1 . (—6a$ + 4a2x3)

fJ"(x) = —2ax - ema 1. (—6az + 4a’z3) + emar L (—6a + 12a%z?)
1" (x) = emaw H1L. (124222 — 8a3x* — 6a + 12a%x?)

" (x) = e wH1 (24a%z* — 8az* — 6a)

Ein weiterer Abschnitt ist geschafft.
Kommen wir zu den Logarithmusfunktionen
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4) Logarithmusfunktionen:

Die Rechenregeln fiir Logarithmen, da man diese in der Schule oft braucht:
In(u-v) =In(u) + In(v)

u

ln(;) = In(u) — In(v)
In(u®) =k - In(u)

y=In(z) <=z =¢€

fl@) = In(a) = ['(z) = -

T

, 1 2
f(m):2x74'2:(2$74)
. 0. (20 —4)—2-2
File) = ((2z—)4)2
7 4
f (x):—m

32) f(z) =2 In(l—2)

fl@) =2z In(l—a)+a* - PR
fl(x)=2x-In(1—2)— 1x—2x
33)  f(x) = In(6x — 2?)
SRS B ')
f(x)—m(ﬁ 2x) = -
1" __2'<6x_$2)—(6—2$)-<6—2m)
o) = (6x — x2)2
(@) = G-
1" . 122 + 222 — 36 + 12z + 122 — 42 B 922 4+ 122 — 36
/ (1') = (61‘ _ 162)2 = (6.%' — $2)2
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34)  fa(z) =In(z) - (z —a)
F@) = (a —a)+ In(a) 1

Tr—a

f(z) = —+ In(z) =1-— % + In(z)

" _ a 1
Ja (1')—0‘1'?4-;

" _a 1_a+x
Jo@=mto =

35) f(z)=x-In(z —4)

Fl @) =1-ln(z —4) + - xi 1
F(x) = In(z — 4) + x:
@)= L 5 L <fi$—_4)4)—2x 1
o= oot

"0 = 7= - e

() = (5:32

2 3 o3
f’(m):x2$_4'<2x iﬁ +8x)
/ $2 8x
f(x):x2—4.(x4>
/ 2 8 8 2
(ﬂwzwfﬂy<ﬁ)=(ﬂ_2 —
/ 8
f(l‘)zx @ 1)
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Das war ein Beispiel ohne das Anwenden der Logarithmusgesetze. jetzt
folgt eines mit:

f(z) = (x21_4) ST

fiw) = 9322f4 N g

fw) = a:22f4 N ;

fiw) = x(:z:28— y — /0= f iz

Fiir die zweite Ableitung folgt dann:
0- (23 —4x) — 8- (322 — 4)

f”(:L‘) = (1'3 _ 41,)2
g —24a? 432
f (:L‘) - (.%'3 _ 4.%')2

37) fa(x):ln< > a,b#0€R

ar +b

fd (x) =In(1) — In(az + 1)

R
fa'(z) =0 aac+ba
N a

fo'z) = ar +b

won_ 0-(ax+b)—a-a
fa'(z) = (azx + b)?
" _ a?
fa(x)—m
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38) f(z)=In(B3+z)—In(3—x)

f/(x)zsim'l_(?)im) (=1)
f/(x):?,ia: 3i$

) B—2)+ (B +x)

T = 5 6o

) 6

fl@) = 5=

" 0-(9—22)—6-(—2z

f() ( (9_)x2)2< )

w12z
(@) = m

oder mit Kettenregel:

fl)y=6-(9—2a%)"

f'()=6-(=1)-(9—2%) % (—22)
f"(x) =12z - (9 — z) 72

C12-(9—a?)?—122-2- (9 — 2?) - (—22)

f'”(x) _ (9 = x2)4

w129 —a?) — 122 -2 (—2x)
f (Z’) - (9 _ 112)4

108 — 1222 + 4822
1 —

o« 3622 4108
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2
I (x)=1In (2) +x- % : (ig)
fa/(I) =In (332> + @, 2733

a T a
fa'(@) =1n (x?) | 2z

a ax

Auf dasselbe Ergebnis kommt ihr auch mit den Log-Gesetzen(siche oben)

24 In(x)
- 2

40)  f(z)

X

L.22 — 2+ 1In(x)) 22

fa) == .

a) = = (2 -;in(a:)) -2
) = T2 +$(x>) 2
)= T2 124+ In(z))
ey = L2 (i: In(x))
) = 1—4 —; n(z)
fla) = -3 - 3263 In(z)

Das war der vorletzte Teil meines Artikels.
Zum Schluss betrachten wir noch die Wurzelfunktionen.
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4) Wurzelfunktionen:

Wurzelfunktionen wie etwa f mit f(x) = {/x sind spezielle Potenzfunktionen
mit rationalen Exponenten.

Sie sind fiir negative Zahlen in der Menge der reellen Zahlen nicht definiert,
da der Radikand (Wurzel) dort nicht negativ sein darf.

Dadurch kann es bei dieser Funktionsart oft Intervalle geben, in denen die
Funktion nicht definiert ist. Besonders kritisch zu betrachten sind die Rand-
punkte des Definitionsbereiches, wenn solche Intervalle vorkommen.

Hier ist die Funktion nicht differenzierbar und muss insofern gesondert auf
das Vorliegen von Extremstellen untersucht werden.

Potenzregel der Ableitung:

565
D55 8
kN
§§
||

41) f(2) = (& —5)- V&

f@)y=ud v+u-v

@) =1-VEt (@ —5) 5o
f'(x):l-a:%—i-(:c—S)- !

5

fl(@) = 2 f
f’<x>=ﬁ'2'f¢}(“5)
20+ (r—5) 3x—-5

2./x 2.z

fi(z) =

/. _ T
f”(x):% u=3x—5 u =3
v
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fe) CRVaE
3x —5

3-2-\x—

fra

(2- V)2
3r—5

6-+v/x—

P .

CRVaE

6x — (3x — 5)

Bei Ableitungen von Wurzelfunktionen spielt das Erweitern eine grofle
Rolle, denn ohne wird es zu komliziert und die Ubersicht geht dabei auch
verloren.

n
Achtung: m _ " wobei n,p,m € Rund m,p # 0
p m-p
1
9 1 1
.b: £ =— =
z 2 2.2 1
3z 495
3r+5

also: VT = Tt

2-Vz)2 Va2 V)
3z +5
NZRCENAE

— (z) =
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42) f@)=az-Vail

f/($):1’\/m+:c-%-(:c+1)—%.1
reoN 1 _ z
f(x)_\/mijz-\/ixﬁ_erwﬁ
oy Vil x
fila) = — Ty T
oy 2@+ 4w
fix) = VST
Mgy ST F2
f(w)—z_\/m
" _3'2'\/3?—(333—1—2)-\/;?
Fo= %

(2-Vz+1)?

6-voF1— (32

1"(@) (“;T>

(2-Vz+1)

Jetzt beseitigt man den Doppelbruch, indem man mit dem Nenner der im
Zahler stehenden Bruches erweitert. Dieses Verfahren verwende ich auch
bei den anderen Ableitungen..

6-(Ve+1-vVoe+1)—(3z+2)
F'(z) = VI +1
CRVEaYe
6-(x+1)—(Bx+2)
F(x) = Vo+1
(2 Vo +1)?
6x+6 — 3z — 2
z+1
RV
44
f”(a:) _ Vo +1 _ 3r+4
@ VAT a1

f”(x) —
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4
V2—1x

1.Weg(mit Kettenregel):

43) f(z) =

f(@) = N
, 2
fla) = 2—xz-(vV2—1x)?
) 2
£ =
x? —
1) o) = ﬁ“
2z - /1 — (22 — 4) =
fe) = aE
2x-\f—x.2_§
fo)=—mp
N o
) = (e
22 22—
f(z) = 23‘ (\;513 oder f'(z) = 5 - 1
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45) f(z) ==z -Va?+25

1
f’@):ymm-?@%%)—%-

72
V2 + 25
22 + 25 + 22

V2 +25
Fla) = 222 + 25
V2 + 25

. 2 (223425
Az -2+ 25 ( \/Wg)
(Va? +25)?

4z-(22425)— 223252
f//(x) _ V2425
(Va? + 25)?

4234100z —22% —252
f//(.’E) — \/272+25

(Va4 25)2
B 223 + 75z
V195 VaZ 1 2n
B 23 + Thx
(224 25)3

f(z)=vVa?2+25+

fl(x) =

f(@) =

()
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a1 ja)= Y
@)=Vl

f/(-T):Qf 1‘+1)2
x-i—;_\/i

fi(w) = 2(\accr 1)2
xerlfo

f/(x) = (x _i\_/i)g

' 11—z

48)  fo(z) =3za -V +1

1
"z)=3a-vVz+1+3za-
fo' (x) =3a-Vx xa 2 Vil
3za
J(r) =3a-vVr+1+
Jolw)=3a- Vet 1+ om0
£/ (x) Ja-vx+1-2-v/x+1+3za
‘ 2-Va + 1
6a-(z+ 1)+ 3za
fa/(x): ( )
2-Vr+1
9ax + 6a
() —
fo @) = T

49)  fr(x) =z -Vk -2z

Vk—2z
S (@) = Vk — 2z — \/kiﬁ
i (@) (& _;iC)Q; z
fil (@) = %
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B _3.m—(k—3$)‘<_ k1—2x>

fi"(z) = (Vk — 2x)2
i (z) = R (_%)
VO = =y

" __3.(k_2x)+k—3x
fi'(z) = (Vk = 22)

g\ —3k+6x+k—3x
fi' (z) = (Vk = 2z)3

" _ Sz — 2k
fi'(z) = (m)s

fl@)=1- V16 —a?+z <_2 2.
/ J;Z

J(@) = V16— 2% =~y

gy = (16—2%) —a?

(@) = V16 — 22

;o 16— 222
f(w)—\/ﬁ
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